Rezumatul tezei de abilitare
"Rezultate 1n teoria punctului fix

& probleme variationale vectoriale”

Aceastd TEZA DE ABILITARE este bazata pe lucrarile mele, realizate ca unic autor sau in
colaborare, gi are trei directii principale de cercetare: teoreme de punct fix (de coincidenta),

procese iterative pentru determinarea punctelor fixe, si probleme variationale vectoriale.

Primul capitol al acestei teze este dedicat teoriei punctului fix. Scopul sau este de a prezenta
o parte dintre rezultatele noastre in aceasta directie in diverse spatii metrice generalizate. Prima
sectiune are la baza lucrarea [Fixed Point Theory Appl. 2014:135 (2014)], si incepe cu studiul
unor conditii contractive de tip generalizat in cadrul oferit de spatiile cu b-metrica. Acestea
sunt definite cu ajutorul functiilor de tip comparatie. Se demonstreaza ca doua aplicatii care
indeplinesc o astfel de conditie contractiva au un punct fix comun, in ipoteza aditionala ca cel
putin una dintre aceste aplicatii este continua, sau in situatia in care functia comparatie prin
intermediul careia se definegte conditia contractiva satisface o relatie de tip lim sup. Considerand
anumite cazuri particulare, se obtin rezultate privind existenta gi unicitatea punctului fix. Cea de
a doua sectiune se concentreaza pe spatiile cu metrica partiala, si se bazeaza pe lucrarea noastra
din [J. Math. Anal., 7(4), 25-44 (2016)]. Se incepe cu prezentarea unor preliminarii legate
de acest cadru de lucru. Sunt introduse contractii generalizate, mai precis relatii contractive
generalizate de tip Kannan si respectiv Chatterjea. Acest lucru este realizat cu ajutorul a doua
functii auxiliare inzestrate cu proprietati adecvate. Rezultatele principale din aceasta sectiune
se refera la faptul ca aplicatiile care verifica una dintre aceste inegalitati contractive au un
punct fix, care este unic. Demonstratiile acestor teoreme se bazeaza pe constructia unor siruri
convergente catre un punct pentru care distanta partiala la el insusi nu este neaparat nula. Cea
de a treia sectiune este realizatd din lucrarea noastra din [Fixed Point Theory Appl. 2013:153
(2013)]. Cadrul ales aici este cel furnizat de o generalizare a celor doua tipuri de spatii metrice
prezentate in sectiunile anterioare, mai precis spatiile cu quasi-metrica partiala. La inceput sunt
prezentate cateva proprietati ale acestora, inclusiv in legatura cu situatia in care quasi-distanta

partiala dintre doua puncte este nula. Prima dintre teoremele acestei parti se refera la faptul ca
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aplicatiile care indeplinesc o conditie contractiva definita cu ajutorul unei anumite sume (in care
termenii sunt quasi-distante dintre punctele domeniului de definitie si imaginile acestora prin
aceste aplicatii) poseda un punct de coincidenta de tip pereche. In rezultatele urmitoare folosim
un alt tip de contractii generalizate, definite prin intermediul unei functii care are drept domeniu
de definitie o multime cu o anumita proprietate. Acestea se refera la faptul ca indeplinirea acestor
inegalitati impune existenta unui punct de coincidenta de tip pereche. In final sunt avute in
vedere anumite cazuri particulare, in care se regasesc rezultate din literatura de specialitate.
Partea a patra a acestui capitol se dezvolta in cadrul oferit de Q-distante. In anul 2006, Mustafa
si Sims [J. Nonlinear Convex Anal. 7(2), 289-297 (2006) | au introdus o generalizare a spatiilor
metrice, aga numitele spatii cu G-metrica, ce asociaza un numar real pozitiv oricarui triplet de
elemente din multimea considerata. In 2010, aceastd structurd a fost inzestratid de Saadati et
al. [Math. Comput. Modelling 52, 797-801 (2010)] cu o Q-distanti. In lucriirile noastre din
[Fixed Point Theory Appl. 2013:208 (2013)] si [Fixed Point Theory Appl. 2013:275 (2013)] am
avut in vedere aceasta notiune. La inceputul acestei sectiuni sunt prezentate proprietati legate
de acest concept, incluzandu-le pe acelea care sunt folosite pentru demonstrarea G-convergentei
unor anumite giruri. In acest context al Q-distantelor demonstram teoreme de punct fix si de
punct fix de tip pereche, relativ la clase adecvate de contractii generalizate. Primele dintre
aceste rezultate au in vedere relatii contractive asemanatoare celor utilizate in partea anterioara
a capitolului. Mai mult decat atat, sunt introduse doua clase de conditii contractive cu ajutorul
a doua clase de funtii care satisfac anumite proprietati de monotonie gi continuitate pentru una
dintre acestea, respectiv inferior semi-continuitate pentru cea de a doua clasa avuta in vedere.
Se demonsteraza ca aplicatiile care verifica aceste relatii de tip contractiv generalizat au un
punct fix unic, daca sunt impuse anumite ipoteze aditionale. De asemenea, aici se studiaza
si probleme de existentd a unui punct fix comun a doua aplicatii. In finalul capitolului sunt
prezentate cateva cazuri particulare in care se regasesc rezultate din literatura de specialitate.
Subliniem faptul c& metoda lui Jleli si Samet [Fixed Point Theory Appl. 2012:210 (2012)] nu se

poate aplica aici.

Capitolul 2 are drept scop studierea punctelor de cea mai buna proximitate in doua spatii-
ambient diferite. In cazul aplicatiilor pentru care domeniul de definitie nu coincide cu codome-
niul, de exemplu, este posibil ca acestea sa nu aiba punct fix. In aceastd situatie, apare, in
mod natural, urmatoarea intrebare: exista un punct pentru care distanta pana la imaginea
acestuia prin aplicatia considerata este exact distanta dintre domeniul si codomeniul aplicatiei
considerate? Un instrument valoros in studierea acestor tipuri de probleme se dovedeste a fi
proprietatea (P) (slaba). Prima sectiune a acestui capitol are la baza lucrarea noastra [Filomat

29(1), 63-74 (2015)], si are drept punct de plecare o lucrare a lui Samet [J. Optim. Theory
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Appl. 159, 281-291 (2013)]. In aceasta, Samet demonstreaza existenta si unicitatea unui punct
de cea mai buna proximitate pentru o aplicatie care verifica ipoteze ce se refera la un anumit
tip de contractivitate, proprietatea (P), si o conditie de tip incluziune. Aceasta teorema este
generalizata in articolul mentionat anterior. Contractia generalizata utilizata de noi este definita
cu ajutorul unei functii de tip comparatie, si, de asemenea, a unei functii de patru variabile,
care este nula daca prima sau cea de a treia variabila sunt nule. Rezultatul nostru privind cea
mai buna proximitate este demonstrat in ipoteze mai generale decat cele folosite de Samet. Pe
de o parte, conditia contractiva este definita prin intermediul unei functii comparatie, in timp
ce la Samet se utilizeaza o functie c-comparatie. Pe de alta parte, in cazul lui Samet se foloseste
proprietatea (P), iar aici impunem properietatea (P) slaba. Sunt prezentate si rezultate privind
punctele de cea mai buna proximitate de tip pereche. Sunt considerate cazuri particulare ale
teoremelor fundamentate aici; ele se refera la existenta si unicitatea punctelor fixe. Ultima parte
a capitolului se bazeaza pe lucrarea [J. Math. Anal. 7(4), 25-44 (2016) |, si este dezvoltata in
contextul spatiilor cu metrica partiala. Conditiile contractive de tip generalizat sunt definite cu
ajutorul a doua clase de funtii inzestrate cu anumite proprietati, si pot fi considerate ca fiind
de tip Kannan si, respectiv Chatterjea. Cu ajutorul proprietatii (P) slabe sunt demonstrate
teoreme de existenta si unicitate pentru aplicatiile care verifica acest tip de relatii. Rezultatele
noastre sunt mai generale decat acelea ale lui Zhang si Su [Fixed Point Theory Appl. 2014:50
(2014)], nu numai datorita ipotezelor mai generale, dar si faptului ca, in rezultatele lor, distanta

partiala la el insusi a punctului limita a sirului utilizat in demonstratia teoremei este nula.

O parte importanta a teoriei punctului fix se refera la aproximarea numerica a acestora, in
contextul unor conditii contractive potrivite. Primul pas in sensul dezvoltarii acestei directii
de cercetare a fost facut la sfarsitul secolului nouasprezece, cand Picard a introdus procesul
iterativ care 1i poarta numele. Urmand exemplul sau, cercetatorii s-au indreptat spre studiul
acestei directii de cercetare, care a primit, in plus, un impuls si prin dezvoltarea programarii.
Dupa ce Mann [Proc. Amer. Math. Soc. 4, No.3, 506-510 (1953)] si Ishikawa [Proc. Amer.
Math. Soc. 44, No. 1, 147-150 (1974)] au introdus schemele iterative ce le poartd acum numele,
atentia s-a focalizat pe procesele iterative in trei pasi, acestea fiind mai rapide din punctul
de vedere al convergentei decat cele mentionate anterior. Gdawiec and Kotarski au ilustrat
(inter)dependentele dintre aceste scheme in [Appl. Math. Comput. 307, 17-30 (2017) ]. Avand
in vedere analiza prezentata de ei, prima sectiune a capitolului 3 este dedicata studiului acelor
procese care sunt independente. Contextul utilizat aici este cel al varietatilor Hadamard, si
a fost discutat cu minutiozitate cu QH Ansari si J-C Yao. Capitolul debuteaza cu rezultate
preliminare referitoare la varietatile Hadamard, functia exponentiala sau convergenta Fejér. In

acest context, sunt obtinute rezultate de convergenta pentru procesele iterative ale lui Chugh et
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al. [Amer. J. Comput. Math. 2, No. 4, 345-357 (2012)] (iteratia CR), Karhan gi Ozdemir [Adv.
Fixed Point Theory 3, No. 3, 510-526 (2013)] (iteratia S*), Thakur et al. [J. Inequal. Appl.
2014:328], Sainuan [Thai J. Math. 13, No. 2, 451-459 (2015)] (iteratia P), Sintunawarat si Pitea
[J. Nonlinear Sci. Appl. 9, No. 5, 2553-2562 (2016)], Suantai [J. Math. Anal. Appl. 311, No.
2, 506-517 (2005)], Karakaya et al. [2015, arXiv: 1507.00200] si [Abstr. Appl. Anal. 2013, ID
560258 (2013)], si Thakur et al. [Appl. Math. Comput. 275, 147-155 (2016) ]. In continuare,
sunt analizate aspecte privind stabilitatea (T-stabilitatea) acestor scheme, demonstrandu-se ca
ele sunt stabile in acest sens. Pentru a obtine un studiu complet al temei cosiderate, capitolul
se Incheie cu un studiu privind (in)dependenta fata de date, in care sunt folosite aplicatii de tip

aproximatie.

Capitolul 4 este dedicat studiului unor clase de inegalitati variationale vectoriale [J. Non-
linear Convex Anal., 19(3), 417-432 (2018)]. In prima parte este definiti o ordine pe un spatiu
Banach, prin intermediul unui anumit con convex, si sunt introduse primele doua dintre clasele
de inegalitati variationale ce constituie obiectul de studiu al acestui captitol. Ele sunt formulate
cu ajutorul unei aplicatii cu valori in spatiul operatorilor liniari si continui intre doua spatii
Banach, si o functie cu proprietati adecvate de tip continuitate si convexitate. Acestor clase de
probleme li s-au asociat o aplicatie multivoca si o multime de vectori, ale caror proprietati au fost
studiate. Atasandu-se o probleméa de punct fix, se demonstreaza ca, daca sunt indeplinite anu-
mite conditii aditionale, aceste probleme variationale au solutii. In plus, este gasita o functie de
tip decalare, ale carei caracteristici sunt studiate. Mai mult decat atat, sunt furnizate ipoteze in
care aceasta functie de tip decalare este inzestrata cu proprietati de marginire. Ultima sectiune
a capitolului se refera la doua clase de inegalitati variationale mai generale decat cele din prima
parte, introduse cu ajutorul unei aplicatii cu valori in spatiul operatorilor liniari si continui intre
doua spatii Banach, o functie cu proprietati adecvate de tip continuitate si convexitate, si o
aplicatie slab continud. Aceste probleme sunt studiate prin intermediul analizei punctelor fixe
asociate unei aplicatii definite in mod propice. Se demonstreaza ca problemele variationale din
sectiune au solutie; de asemenea, sunt prezentate rezultate cu privire la o funtie de tip decalare

asociata acestor clase de inegalitati.

Capitolul 5 se bazeaza pe rezultatele noastre recente legate de probleme de optimizare multi-
obiectiv multitemporale, care sunt o continuare firesca a celor din [Balkan J. Geom. Appl. 14(2),
65-78 (2009)]. Introducem o clasa de probleme de optimizare multitemporale, in care functia
obiectiv este un vector de functionale de tip integrala curbilinie, care este studiata intr-un con-
text adecvat. Prima parte a capitolului este dedicata demonstrarii unor conditii necesare de
eficienta pentru aceasta clasa, si a fost publicata in lucrarea noastra [Optim. Lett. 6(3), 459-470

(2012)]. Utilizand notiunea de (p, b)-quasiinvexitate, sunt fundamentate conditii suficiente de
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eficienta pentru acest program [Optim. Lett. 6(8), 1657-1669 (2012)], cat si pentru problema
mai generala de minimizare a unui vector de caturi de functionale de tip integrala curbilinie
supusa anumitor restrictii [Abstr. Appl. Anal. ID: 713765 (2012)]. Sunt demonstrate rezultate
de eficienta proprie pentru prima dintre clasele de probleme avute in vedere in acest capitol,
prin intermediul unui tip de invexitate generalizata [J. Inequal. Appl. Art. No. 333 (2014)].
Mai mult decat atat, un studiu privind dualitatea in sensul lui Mond si Weir este prezentat,
incluzand teoreme de dualitate slaba, tare si reciproca. De asemenea, rezultate privind duali-
tatea in sensul lui Wolfe sunt obtinute in acelagi context. Ultima parte, avand la baza lucrarea
[Optimal Control Appl. Methods, 37(5), 831-847 (2016)], utilizeaza (F, p)-pseudo-convexitatea
in gasirea unor conditii suficiente de eficienta pentru problema mai complexa de minimizare a

vectorului de caturi de functionale; in final sunt prezentate teoreme privind dualitatea.

Cuvinte cheie: Punct fix, spatiu cu b-metrica, spatiu cu metrica partiala, spatiu cu quasi-metrica
partiala, )-distanta, punct de cea mai buna proximitate, proces iterativ in trei pasi, convergenta,

T-stabilitate, problema variationala, convexitate generalizata, eficienta, dualitate.

Clasificare matematica 2010: 47HO05; 47TH09; 47TH10; 47J05; 47J25; 49J35; 58E17; 656M12.



